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F I N I T E  E L E H E N T  F O R M U L A T I O N S  F O R  C O N V E C T I O N  D O M I N A T E D  F L O W S
I . / I T H  P A R T I  C U L A R  E M P H A S  I  S  O N  T H E  C O M P R E S S  I  B L E  E U L E R  E Q U A T I O N S

T . E .  T e z d u y a r ; ,  a n d  T . J . R .  H u 9 h e 5 ' : ' r
D i v i s i o n  o f  A p p l  i e d  M e c h a n i c s ,  S t a n f o r d  U n i v e r s i t y

S t a n f o r d ,  C a l  i f o r n i a  9 4 3 0 5

A b s  t r a c t

A  P e t r o v - G a l e r k i n  f i n i  t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n
f o r  f i  r s t - o r d e r  h y p e r b o l  i c  s y s t e m s  i s  d e v e l o p e d
g e n e r a l  i z i n g  t h e  s t r e a m l  i n e - u p w i n d  a p p r o a c h  w h i c h
h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  s u c c e s s f u l  l y  a p p l  i e d  t o  c o n v e c -
t i o n - d i f f u s i o n  a n d  i n c o m p r e s s i b l e  N a v i e r - S t o k e s
e q u a t i o n s .  T h e  a l g o r i t h m  i s  a p p l  i e d  t o  t h e  E u l e r
e q u a t i o n s  i n  c o n s e r v a t i o n - l a w  f o r m  a n d  i s  s h o w n  t o
b e  e f f e c t i v e  i n  a l l  c a s e s  s t u d i e d ,  i n c l u d i n g  o n e s
v r i t h  d i s c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s .  A c c u r a t e  a n d  c r i s o
r e p r e s e n t a t i o n  o f  s h o c k  f r o n t s  i n  t r a n s o n i c  p r o -
b l e m s  i s  a c h i e v e d .

l .  I n t r o d u c t i o n

A n a l y s i s  o f  i n v i s c i d ,  c o m p r e s s i b l e  f l u i d
f l o w s ,  e s p e c i a l  l y  o n e s  w i t h  d i s c o n t i n u i t i e s ,  h a s
b e e n  a n  i n t e r e s t i n g  a n d  c h a l  l e n g i n g  p a r t  o f  t h e
r e s e a r c h  d o n e  i n  t h g . f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d
d y n a m i c s  ( s e e  L o m a x \ l l ) .  C u r r e n t l y ,  f i n i t e  d i f f e r -
e n c e  m e t h o d s  a r e  w i d e l y  u s e d .  H o w e v e r ,  t h e s e  a r e
d i f f i c u l t  t o  a p p l y  t o  i n t r i c a t e  g e o m e t r i e s  o f  a e r o -
d v n a m i c  i n t e r e s t ,  W h i  l e  t h e  f i n i  t e  e l e m e n t  m e t h o d
h a s  n o t  b e e n  e x t e n s i v e l y  u s e d  i n  t h i s  a r e a  s o  f a r ,
t h e r e  a r e  p o t e n t i a l l y  s i g n i f i c a n t  g e o m e t r i c a l  a d -
van  t ages  .

I n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d ,  t h e  p r o b l e m
d o m a i n  i s ' d i s c r e t i z e d  i n t o  s u b - d o m a i n s  ( e l e m e n t s ) ,

a n d ,  v i a  a  w e i g h t e d  r e s i d u a l  f o r m u l a t i o n ,  t h e  g o -
v e r n i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  s y s t e m  i s  t r a n s l a t e d
i n t o  a  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d i  f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .

I n  a  w e i g h t e d  r e s i d u a l  f o r m u l a t i o n ,  s e l e c t i n g
t h e  w e i g h t i n g  f u n c t i o n s  f r o m  t h e  s a m e  c l a s s  t h a t
t h e  i n t e r p o l a t i o n  f u n c t i o n s  a r e  s e l e c t e d  f r o m ,
l e a d s  t o  a  ( B u b n o v )  G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n .  t / h e n
a p p l  i e d  t o  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  s y s t e m s  w i  t h  s y m -
r n e t r i c  o p e r a t o r s  ( e . g .  d i f f u s i o n  e q u a t i o n s ,  f i i o s t
s t r u c t u r a l  a n d  s o l  i d  m e c h a n i c s  p r o b l e m s )  G a l e r k i n
f o r m u l a t i o n s  p r o d u c e  s o l u t i o n s  w i t h  a  " b e s t  a p p r o x -
i m a t i o n "  p r o p e r t y .  T h a t  i s ,  t h e  e r r o r  i s  m i n i m i z e d
w i t h  r e s p e c t  t o  a  c e r t a i n  n o r m .

F o r  s y s t e m s  w i  t h  n o n - s y n m e t r i c  o p e r a t o r s
( e . g .  f i  r s t - o r d e r  h y p e r b o l  i c  s y s t e m s ) ,  h o w e v e r ,  t h e
G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n  d o e s  n o t  p o s s e s s  a  b e s t  a p -
p r o x i m a t i o n  p r o p e r t y .  T h i s ,  i n  s o m e  c a s e s ,  m a y  r e -
s u i  t  i n  s o l u t i o n s  w i t h  s p u r i o u s  n o d e - t o - n o d e  o s c i  l -
l a t i o n s .  l n  f a c t ,  t h ? s  p r o b l e m  i s  n o t  I  i m i t e d  t o
G a l e r k i n  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n s .  l t  a l s o
a r i s e s  f o r  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e s  w h e n  n o n - s y m -
n r e t r i c  o p e r a t o r s  a r e  a p p r o x i m a t e d  c e n t r a l  l y ,

I n s t e a d  o f  u s i n g  w e i g h t i n g  f u n c t i o n s  w h i c h
l e a d  t o  a  G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n ,  o n e  c a n  e m p l o y  a

' : P o s t - d o c t o r a l  R e s e a r c h  E n q i n e e r

* ; ' . - { 5 s 6 6  i a t e  P r o f e s s o r  o f  M e c h a n i  c a l
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P e t r o v - G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n  b y  n n d i f y i n g  t h o s e
r v e i g h t i n g  f u n c t i o n s  a c c o r d i n g  t o  a n  o p t i m a l  r u l e .
T h e  b a s i c  i d e a  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  s p u r i o u s  o s c i  I  l a -
t i o n s  w i t h o u t  i n t r o d u c i n g  e x c e s s i v e  d i f f u s i o n  t o
t h e  s o l u t i o n .

A n  o p t i m a l  s t r e a m l  i n e  u p w i n d / P e t r o v - G a l e r k i n
f o r m u l a t i o n  f o r  c o n v e c t i o n  d o m i n a t e d  f ] o r y s , W a s  r e -
c e n t l y  d e v e l o p e d  b y  H u g h e s  a n d  B r o o k s \ t ' 5 , q t  a n d
w a s  s u c c e s s f u l  l y  a p p l  i e d  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  c o n v e c -
t i o n - d i  f f u s i o n  a n d  i n c o m p r e s s i b l e  N a v i e r - S t o k e s
e q u a t i o n s .

I n  t h i s  w o r k  w e  p r e s e n t  a  P e t r o v - G a l e r k i n
a l g o r i t h m  w h i c h  i s  a  g e n e r a l  i z a t i o n  o f  t h e  s t r e a m -
i  i n e  u p w i n d / P e t r o v - G a l e r k i n  a l g o r i t h m  t o  h y p e r b o l  i c
s y s t e m s .  T h e  w e i g h t i n g  f u n c t i o n s  ( w h i c h  w o u l d  n o r -
m a l  l y  l e a d  t o  a  G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n )  a r e  p e r t u r b e d
b y  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f  t h e  h y -
p e r b o l  i c  s y s t e m ,  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  w e i g h t i n g
f u n c t i o n  a n d  a  t i m e  p a r a n r e t e r .  B y  i n c o r p o r a t i n g
t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f  t h e  h y p e r b o l  i c  s y s t e m
i n t o  t h e  w e i g h t i n g  f u n c t i o n  w e  a u t o m a t i c a l  l y  i n -
j e c t  t h e  e i g e n v a l  u e l e i g e n v e c t o r  i n f o r m a t i o n  o f  t h e
s y s t e m  i n t o  o u r  f i n i  t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n .

I n  s e c t i o n  2  w e  b r i e f l y  d e s c r i b e  t h e  h y p e r b o -
I  c  s y s t e m s  t h a t  w e  a r e  c o n c e r n e d  w i t h ,  a n d  i n  s e c -
t r  r n  I  w e  i n t r o d u c e  t h e  P e t r o v - G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n .

I n  s e c t i o n  4  t h e  p r o c e d u r e  o f  f i n i t e  e l e m e n t
d i  r e t i z a t i o n  i s  d e f i n e d .

l n  s e c t i o n  5  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  t i m e  p a r a -
m e 1  r ,  u s e d  i n  t h e  P e t r o v - G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n ,  i s
d  i  s  u s s e d .

S e c t i o n  6  c o v e r s  n u r n e r i c a l  a p p l  i c a t i o n s  w i t h
e m p i l a s i  s  o n  p r o b l e m s  w i  t h  d i s c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s .

I n  s e c t i o n  7 ,  w e  d r a w  o u r  c o n c l u s i o n s  a n d  m a k e
s u g g e s t i o n s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .

2 .  I n i t i a l / B o u n d a r y - v a l u e  P r o b l e m

Le t  0  be  an  open  reg ion  o f  fRnsd  ,  whe re
n s d  i s  t h e  n u m b e r  o f  s p a c e  d i m e n s i o n s ,  a n d  l e t  f
a n d  O  d e n o t e  i t s  b o u n d a r y  a n d  c l o s u r e  r e s p e c t i v e -
l y .  S p a t i a l  a n d  t e m p o r a l  c o o r d i n a t e s  a r e  d e n o t e d
b y  I =  { x 1 } e 0 -  a n d  g e [ 0 , T ]  r e s p e c t i v e l y .

C o n s i  d e r  t h e  f o l  l o w i n g  s y s t e m  o f  m  p a r t i a l
d i  f f e r e n t  i a l  e q u a t i o n s  ;

U  ,  *  A .  U .  +  5  =  6
- J  - )

U  =  U ( x ,  t )

( l )

E n g i n e e r i n g

wne  re

Q )



A .- J

A ,  =  A . ( U ,  x ,  t )- J  ^ J  -

!  =  ! ( ! ,  1 ,  t )

U  =  E U l E x .. ' J  -  J

n s d

u  .  =  t  A .  u- ' J  
: - r  - J  - ' J

J -  |

l <  i < n
s d

\  ) , 1

( 5 )

( ] )

( 4 )

( s u m m a t i o n

c o n v e n t  i o n )

w h e r e  !  i s  a  w e i g h t i n g  f u n c t i o n  a n d  .  d e n o t e s  t h ed o t  p r o d u c t .  I n  a l  I  c a s e s  h / e  a s s u m e  U  l ,  " p p r " i i _
m a t e d  b y  s t a n d a r d ,  C 0  ,  f i n i t e  e l e m e i t  i n t u . p o i " _
l a t i o n s .  

, l h "  w e i g h t i n g  f u n c t i o n s  m a y  b e  s e l e c t e d
f r o m  a  d i f f e r e n t  s e t  o f  f u n c t i o n s  t h a n  t h e  t r i a l
s o l u t  i o n s .  T h u s , J t  l )  S i v e s  r i  s e  t o  a  p e t r o v _ G a l e r _
k i n  f o r m u l a t i o n  .  \ 2 - \ ,  7 - l q )

A n  i m p o r t a n t  c l a s s  o f  p e t r o v _ G a l e r k i n  m e t h o d s ,
w h i c h  i s  e m p h a s i z e d  i n  t h e  s e q u e l ,  i s  d e f i n e d  b y
t h e  f o l  l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  i  ,

. .  
E ! .  ( l ) ^ i s  s a i d  t o  b e  h y p e r b o l i c  i f  f o r  e a c h

t  
=  t K i  i  €  f R " s d  t h e r e  e x i s t s  a  t r a n s f o r m a t i o n  m a -

t r i x  S  s u c h  t h a t

!  
' ( k '  A ' ) s  =  1  ( u  )- l - r -

w h e r e  {  i s  a  r e a l ,  d i a g o n a l  m a t r i x .

E q .  ( l )  i s  c a l  l e d  a  b a l a n c e  l a w  i f  t h e r e
ex i s t  vec to r s  . 4  such  t ha t - . - --.)

A .  =  a , q . / a u- J  -  J
l <  i <  n  ( 8 )

s d

l f ,  i n  a d d i t i o n  t o  ( 8 ) ,  w e  h a v e  r h a t  G  =  0  ,  ( l )
i s  c a l  l e d  a  c o n s e r v a t i o n  l a w .

f r - - w * T . r , /
_ t  _ r l

w h e r e  ! /  i s  a  m e m b e r  o f  t h e  s a m e  c l a s s  o f
a s  t h e  t r i a l  s o l u t i o n s  a n d

f i  = - r i  A , T  ( n o  s u r n )

( 1 4 )

f u n c t  i o n s

(  l 5 )

(  l 7 )

S p e c i f i c a t i o n  o f  a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i _
t i o n s  f o r  h y p e r b o l i c  s y s t e m s  i s  a  h e a v y  t a i k ,  e s p e _
c i a l  l y  i n  m u l  t i - d i m e n s i o n g . ,  F o r  a  g q q g r a l  t r e a t m e n t
o f  t h i s  t o p i c  s e e  H o r e t t ;  ( 5 )  t n 6  V " ! ( 6 ) .  F o r  t h e
p r e s e n t  p u r p o s e s ,  i  t  s u f f i  c e s  t o  a s s u m e  t h a t  t h e
b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t a k e  t h e  a b s t r a c t  f o r m

a  u  =  s ( t )  ( g )

w h e r e  Q  i s  a  b o u n d a r y  o p e r a t o r  a n d  g  i s  a  p r e _
s c r i b e d  f u n c t i o n .

T h e  i n i t i a l / b o u n d a r y - v a l u e  p r o b l e m  f o r  ( l )
c o n s i s t s  o f  f i n d i n g  a  f u n c t i o n  U  w h i c h  s a t i s f i e s
( l ) ,  t n e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( 9 ) l  a n d  t h e  f o l  l o w i n g
i n i t i a l  c o n d i t i o n :

] l : i "  
r i  i s  a  p a r a m e t e r  w h i c h  i s  c h o s e n  t o  o p t i -

m t z e  a c c u r a c y  a c c o r d i n g  t o  s o r n e  c r i t e r i o n .  T h i s
c l a s s _  o f ^ m e t h o d s  r e p r e s e n t s  a  g e n e r a l  i z a t i o n  t o
h y p e r b o l  i c  s y s t e m s  o f  t h e  s t r e J m l  i n " - u f * i n d , / p e t r o v _
G a l e r k i n  f o r m u l a t i o n  w h i c h  h a s  b e e n  s u c c e s s f u l  l y
a p p l  i e d  h e r e t o f o r e  t o  t h e  c o n v e c t i o n - d i f f u s i o n  a n d
i n c o m p r e s s i b l e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  . Q J , 4 )  

-  -

T h e  a b o v e  c h o i c e - o f  ] i  h a s  i n t e r e s t i n g  c o n _
s e q u e n c e s .  F o r  e x a m p l e ,  a s s u m e  t h e  o n e _ d i n e i s i o n a l ,
I  i n e a r ,  c o n s t a n t - c o e f f i c i e n t  c a s e  i n  w h i c h  G  =  0  .
T h e n  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  c o u n t e r p a r t  o f  E q .  j t i ) "
r e d u c e s  t o  t h e  c a n o n i c a l  f o r m

f
o  = J  ( w + t A F . ) . ( u _ + 1 f . . ) a n  ( t 6 )

0  
_  _ , , 4  _ , t  _ _ r X .

w h e r e  [  =  : t U  a n d  - U  
=  S - l U  r h u s  ( 1 5 )  i s  e q u i -

v a l e n t  i o  a - s i s t e m  o f ' u n o i u g l g 1  . . u i u r ' e i u a t i o n s .
S c a l a r  e q u a t i o n s  o f  t n T i E ? f r - T r e  e x t e n s i v e l y  a n a _
l y z e d  i n  T e z d u y a r  a n d  H u g h e s .  (  I  5 )

_  F u r t h e r m c r e ,  t h i s  c h o i c e ,  i n  o n e  d i m e n s i o n ,
l e a d s  t o  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  w h i c h ,  u n d e r  s p e c i a l
c i  r c u m s t a n c e s ,  h a v e  e s s e n t i a l  , f g e t u r e s  i n  c o n m o n
w i t h  t h e  L a x - W e n d r o f  f  r n s 1 t r 6 6 .  ( 1 6 )

, l I  . . i . . i s  t a k e n  t o  b e  z e r o  t h e n  w e  h a v e  t h e
u s u a t  u a t e r k t n  m e t h o d  w h i c h  p o s s e s s e s  c e n t r a l _ d i f _
f e r e n c e  I  i k e  c h a r a c t e r .

4 .  S e m i - d i s c r e t e  E q u a t i o n s

S p a t i a l  d i s c r e t i z a t i o n  o f  t h e  w e i g h t e d  r e s i d u a l
e q u a t i o n  ( t 3 )  u i "  f i n i t e  e l e m e n t s  t e a d i  i o  t h e  f o l -
l o w i n g  s e m i - d i s c r e . t e  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l
e q u a t i o n s :

C o n s i d e r  a  d i s c r e t i z a t i o n  o f  e  i n t o  e l e m e n t
s u b d o m a i n s  o t ,  e = 1 , 2 , . . . ; " " g ,  w h e r e  n e g
i s  t h e  n u m b e r  o f  e l e m e n t s .  h r e  a s s u i !

(  r 0 )

( i l )

( t 2 )

u ( x , 0 )  =  u ^ ( x )
- U  -

w h e r e  
9 O  i s  a  g i v e n  f u n c t i o n  o f  I  €  O

3 .  W e i g h t e d  R e s i d u a l  F o r m u l a t i o n

f lo 0

O =  U  t r
e = l

ne9'

A =  n  0 e
e = l

w h e r e  f |  =  [ ( y ,  t )  i s  t h e  g e n e r a l  i z e d  , r m a s s , ,  m a -
t r i x ,  !  

=  
! ( y ,  t )  i s  t h e  g e n e r a l  i z e d  c o n v e c t i o n

m a t r i x , .  |  = - i J V ,  t )  i s  t h e  f o r c e  v e c t o r ,  v  i s
t h e  v e c t o r  o f  ( u n k n o w n )  n o d a l  v a l u e s  o f  !  , -  a n d
a  s u p e r p o s e d  d o t  d e n o t e s  t i m e  d i f f e r e n t i a i i o n .  T h e
i n i t i a l - v a l u e  p r o b l e m  f o r  ( t 7 )  c o n s i s t s  o f  f i n d i n g
a _ f u n c t i o n  y  =  y ( t )  s a t i s f y i n g  ( t 7 )  a n d  t h e  i n i -
t i a l  c o n d i t i o n

H v + C v = F

_  A  w e i g h t e d  r e s i d u a l  f o r m u l a t i o n  o f  ( t )  i s
g i v e n  b y

,  =  I r .
o

( ! , * 1 , U , + G ) d o  ( 1 3 )- ' L  - J  - r J  -  .  - t y (0) t .= yo ( 1 8 )



w h e r e  y 9  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  ( 1 0 ) .

T h e  a r r a y s  i n  ( 1 7 )  a r e  a s s e m b l e d
c o n t r i b u t i o n s :

ne.[,

l = A ( T " )

p .  =  m a x  l I . ( A . ) l'  
I  a  j  <  n  

J  - r

a n d

p  =  I l g l l =  ( 0 ,  o , ) +

h  =  h i  p i / p

h i =  z l l !  x ; l l

n r o  =  I  :

n s d  =  2  '

f r o m  e l e m e n t

( 3 0 )

( 3 r )

(32 )

( 3 3 )

( 3 4 )

(  38)

(3e)

+  N a . i  T r ) N b  d A

D e n
-  ,  €  . e  €  € r'  

, L .  \ T a u  9 u  *  9 u u  9 b /

A
w h e r e  A  r e p r e s e n t s  t h e  f i n i  t e  e l e m e n t  a s s e m b l y
o p e r a t o r ;  a  a n d  b  a r e  ( l o c a l )  e l e m e n t  n o d e
n u m b e r s ;  I  <  a , b  <  n u n  w h e r e  o e n  i s  t h e  n u m b e r
o f  n o d e s  f o r - t h e  e l e m e n t  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n :  N -
i s  t h e  e l e m e n t  s h a p e  f u n c t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  n o 8 e
a  ;  I  i s  t h e  m  x  m  i d e n t i t y  m a t r i x ;  a n d  g b
i s  a  v e c t o r  w h i c h  c o n t a i n s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i T i o n
d a t a . e m a n a t i n g  f r o m  ( ! ) .  - T h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e
n o d a l  a r r a y s  I E U  a n d  S B U  a r e  m  x  m  ,  a n d
t h e  d i m e n s i o n  o f  G  a n d  g t  a r e  m  x  I  .

5 .  S e l e c t i o n  o f  t ;

Th ree  exp ress  i  ons  f o r  T  i  have  been  expe r  i  -

m e n t e d  w i t h .  T h e y  a r e  g i v e n  a s  f o l l o w s :

< n r t  i : l  e  r i  t e r i  a
.H

W e  c o n s i d e r  t w o  m u l t i - d i m e n s i o n a l  l o c a l  c r i -
t e r i a :

t .  =  F  q  h / 0

a n d

l < i < n - ,  ( 2 8 )

- i  =  F  a  h . / p ,  ( n o  s u m )  I  < 1  n . d  ( 2 9 )

w h e r e  q ,  i s  a  t r a n s i e n t  a l g o r i t h m  p a r a m e t e r , ( 1 5 )
F  i s  a  n o n - d i m e n s i o n a l  o a r a m e t e r  a n d  p .  i s  t h e
s p e c t r a l  r a d i u s  o f  A i  ,  t h a t  i s

E q .  ( 3 3 )  h o l d s  f o r  s t a n d a r d  l o w - o r d e r  i s o p a r a m e t r i c
e l e m e n t s .  T h e  g r a d i e n t  o p e r a t o r ,  V  ,  i s  t a k e n  i n
t e r m s  o f  t h e  n a t u r a l  C a r t e s i a n  c o o r i i n a t e s  o f  t h e
b i - u n i t  n r 6 - c u b e .  F o r  e x a m p l e ,  ( 3 3 )  V i e l d s  t h e
f o l  l o w i n g  f o r m u l a s :

h  =  2 l a x l a q l

e

- a D

(e

Lt"u j

I  ( ru-  t
a*
ne!,

A (:")
e = l

t c  I

r
|  ( n ^  t

!  t -

A (t")
e = l

r r € r
r l a J

f
,  N -  G

0-

+  N  r T ) n . r u
a , r  - l  - J  b , J

0 9 )

( 2 0  )

( 2 1  )

( 2 2 )

(zt)

dn Qt+)

(25)

(26)

(27 )

h =2(P)'.('#J') (is)

I  f  o t h e r  t y p e s  o f  f i n i  t e  e l e m e n t s  a r e  e m p l o y e d ,
( 3 3 )  n e e d s  r o  b e  s u i  t a b l y  m o d i  f i e d .  N o t e  t h a t  ( 2 8 )
a n , l  ( 2 9 )  a r e  l o c a l  s p e c i f  i c a t i o n s  o f  ' r ;  i n  t h a t
i t  depends  upo i - I - e  e l emen t  geome t r y  an j  e i genva -
l u e s  o f  4 i  w h i c h  v a r i e s  f r o m  p o i n t  t o  p o l n t .  R a _
t i o n a l e  f o r  t h i s  f o r m  o f  r i  i s  p r o v i d e d  b y  t h e
f o l  l o w i n g  e x a m p l e s :

l-rsr:p-l:-:-
l .  C o n s i d e r  t h e  s c a l a r  m o d e l  e q u a t i o n

U r + ) , U " = o  ( 3 6 )

u / t 'q { 'e  t r  i s  assumed cons tan t .  Raymond and Garder
\ r - ) /  h a v e  s h o w n  t h a t  i f

r  /-
F a  = ' / J t s  , 3 7 )

t h e n  t h e  s e m i - d i s c r e t e  e q u a t i o n s  a c h i e v e  f o u r t h -
o r d e r  p h a s e  a c c u r a c y -

2 .  C o n s i d e r  t h e  s t e a d y  a n a l o g  o f  ( 3 5 )  r e g u -
l a r i  z e d  b y  a  d i  f f u s  i o n  t e r m ,

) , U  = e U
, X  r X X

A s  c * 0 ,  t h e c h o i c e

- l
2

l e a d s  t o  n o d a l l y  e x a c t  s o l u t i o n s .  T h e  g e n e r a l  c a s e
f o r  t h e  c o n v e c t i o n - d i  f f u l i g q  e q u a t i o n  i s  d e s c r i b e d
i  n  H u g h e s  a n d  B r o o k s  .  \ 2 ,  t , ' t  t

Rema r k

.  .  T h e  p r e c e d i n g  o p r i m a l  i  t y  c o n d i  t i o n s ,  ( 3 7 )  a n d
( 3 9 ) ,  n e e d  t o  b e  a l  t e r e d  f o r  h i q h e r - o r d e r  e l e r n e n t s ,
F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  c a s e  o f  t h r l e - n o d e  o u a d r a t i c
e l e m e n t s  ( 3 9 )  s h o u l d  b e  c h a n g e d  t o  p  o ' =  4 .  ( 1 7 )
T h r o u g h o u t  t h i s  w o r k  o n l y  l o w - o r d e r  e l e r n e n t s  a r e



l <  i < n
S O

w h e r e  A t  i s  t h e  t i m e  s t e p  o f  t h e  t r a n s i e n t  a l q o -
r i  r h m .  N o r e  t h a r  ( 4 0 )  i s  a  g l o b a l  s p e c i f i c a t i o n
i n  t h a t  A t  i s  t h e  s a m e  f o r - E l T E l  e m e n t s .

T h i s  c h o i c e ,  i n  o n e - d i m e n s i o n ,  w i t h  F  =  |
a n d  o  =  ]  a n d  c o u p l e d  w i  t h  a n  e x p l  i c i  t  t r a n s i e n t
a l g o r i  t h m  l e a d s  t o  a  L a x - W e n d r o f f  t y p e  m e t h o d .  ( 1 5 )

Rema r  k

T h e  f a c t o r ,  F  ,  i n  ( 2 8 )  a n d  ( 4 0 )  h a s  b e e n
i n c l u d e d  t o  a c c o u n t  f o r  n o n l i n e a r  e f f e c t s .  l t  h . l s
b e e n  o u r  e x p e r i e n c e  t h a t  a  v a l u e  o f  F  g r e a t e r
t han  o r  equa l  t o  one  needs  t o  be  emp loyed  t o  ade -
q u a t e l y  h a n d l e  s h o c k - w a v e  p h e n o m e n a .

5 .  N u m e r i c a l  A p p l  i c a t i o n s

l s o t h e r m a l  f l o w  i n  a  n o z z l e

W e  c o n s i d e r  o n e - d i m e n s i o n a l  i s o t h e r m a l  f l o w
i n  a  n o z z l e  w i t h  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  v a r y i n g
a l o n g  t h e  a x i s ,  T h e  g o v e r n i n g  Q q l p n c e  l a w  e q u e -
t i o n s ,  p r o v i d e d  b y  L o m a x  e t  a l .  i  l U l  ,  p o s s e s s  t h e
f o l  l o . r i n g  c o n s e r v a t i o n  v a r i a b l e ,  f l u x  a n d  s o u r c e
v e c t o r s :

( 4 t )

( 4 2 )

( 4 3 )

w h e r e  p  ,  u  a n d  c  a r e  d e n s  i  t y ,  v e l o c i  t y  a n d
a c o u s t i c  s p e e d  r e s p e c t i v e l y .  A  i s  t h e  c r o s s -
s e c t i o n a l  a r e a  o f  t h e  n o z z l e .

W e  p r e s e n t  r e s u l t s  f o r  t h e  c a s e  i n  w h i c h  t h e
n o z z l e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  i s

e m p l o y e d .

-tsry9lal-g1-!9!-9.1

I n  t h i s  c a s e  w e  a s s u m e

r .  =  F  a  A t

a n d  t h e  a c o u s t i c  s p e e d  i s

c  =  1 . 0

w e r e  p r o v i d e d  b y  L o m a x  e t  6 ; .  ( l B )

F o r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  d e n s i t y  w a s  s p e c i f i e d
a t  b o t h  e n d s  o f  t h e  n o z z l e .

W e  i n t r o d u c e d  t h e  s o u r c e  t e r m  i n t o  t h e  e q u a _
t  i o n  s y s t e m  i  n  a  t r a n s  i e n t  f a s h i o n .  T h a t  i s  i n -
s t e a d  o f  h a v i n g  t h e  f u l  I  v a l u e  o f  t h e  t e r m  A  _  a t
t h e  b e g i n n i n g ,  w e  l e t  i t  r e a c h  i t s  f u l l  v a l u e ' 6 r a -
d u a l l y .  T h i s  i s  d o n e  b y  t a k i n g  A  "  a s  a  l i n i a r
f u n c t i o n  o f  t i m e  d u r i n g  a n  i n i t i a t ' t i m e  i n t e r v a l  a t
t h e  e n d  o f  w h  i  c h  A ,  ̂  r e a c h e s  i  t s  f u  I  I  v a  I  u e .  T h e
n u m e r r c a t  A . x  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  f o l  l o w s :

( q 0 )

(1 . '5 )

( n /  n  r .( 4 , ^ )  H u r e n r c n l  I
A . . - - -_ -  =1

' x [ r

n ' n r i l
I

f 
(t '5)

n > n  I
t l  )

o  - , ^  { : }

{ = ^ { , , ; . 0 . ' }

w h e r e  n t i  d e n o t e s  t h e  n u m b e r  o f  t i m e  s t e p s  m a r k _
i n g  t h e  i r l d  o f  t h e  t r a n s i t i o n  i n t e r v a l .  F o r  t h e
p r o b l e m  s o l v e d ,  n a .  =  l 0

T h e  f i n i  t e  e l e m e n t  m e s h  h a s  4 0  e l e m e n t s  w i t h
e f e m e n t  f e n g t h  o f  0 . 1 2 5  W e  s e t  t h e  t r a n s i e n t - a l -
g o r i  t h m  p a r a m e t e r  e  t o  u n i t y  a n d  e m p l o y e d  i m p l  i -
c i  t  t i m e - s t e p p i n g  s c h e m e s  w i  t h  2  i  t e r a t i o n s .  . F u r -
t h e r  d e t a i l s  a r e  p r e s e n t e d  i n  T e z d u y a r - H u g h e s ( 1 5 ) .
T h e  t i m e  p a r a m e t e r  T  w a s  c h o s e n  s p a t i a l  l y  a n d  t h e
t i m e  s t e p  w a s  t a k e n  t o  b e  0 . 5

F i g u r e  I  s h o w s  t h e  r e s u l t s ,  f o r  F  =  l ,  Z ,
5  a n d  l 0  ,  w h i c h  a r e  i n  c l o s e  a g r e e m e n t  w i t h  t h e
e x a c t  s o l u t i o n .  T h e r e  a r e  v e r y  s l  i g h t  o s c i  I  l a t i o n s
n e a r  t h e  s h o c k  f r o n t  f o r  l o w  F  F o r  F  =  I  a n d
F  =  2  t h e  s h o c k  f r o n t  i s  a c r o s s  o n l y  o n e  e l e m e n t .
T h e  e r r o r  i n  t h e  s h o c k  l o c a t i o n  i s  a b o u t  h a l f  a n
e l e m e n t  l e n g t h .  A s  F  i n c r e a s e s ,  t h e  s h o c k  f r o n t
becomes  smea red .

E n t r o p y  c o n d i t i o n  t e s t  p r o b l e m

W e  t e s t e d  o u r  a l g o r i t h m  o n  a  p r o b l e m  g o v e r n e o
b y  t h e  i n v i s c i d  B u r g e r s r e q u a t i o n

u , t  .  ( ;  I ,
l o  lG  = {  .  >'  
t  

-p t '  A , *  )

( \ 7 )

w i t h  i n i t i a l  c o n d i t i o n  s h o w n  i n  F i g u r e  2 ,  f r a m e  0 .
T h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n  h a s  a  s t a b l e  s h o c k  o n  e a c h
s  i  d e  o f  a n  u n s  t a b  I  e  o n e .

T h e  m e s h  h a s  4 0  e l e m e n t s  w i t h  u n i f o r m  e l e m e n t
l e n g t h  o f  I  . 0  T h e  t r a n s  i e n t - a l g o r i  t h m  p a r a n e r e r
o ,  was  se t  to  0 .5  The paraneter  t  was  cnosen
s p a t i a l  l y  w i  t h  F  =  |  . 0  A n  i m p l  i c i  t  t i m e - s r e p -
p  i n g  s c h e m e  w i  t h  t w o  i  t e r a t i o n s  w a s  e m p l o y e d ( l  5 )  .
E a c h  f r a m e .  i n  F i g u r e  2  c o r r e s p o n d s  t o  a  t i m e  s t e p( a t  =  2 . r 7 4 )

As  t  i  me  passes  ,  t he  uns  t ab l  e  shock  co l  I  apses
w h i  l e  t h e  s t a b l e  s h o c k s  m e r g e  a n d  f o r m  a  s i n g l e
s t a b l e  o n e .  T h e  l a s t  f r a r n e  a t t a i n s  t h e  e x a c t
s t e a d y - s t a t e  s o l  u t  i o n .

F l o w  a r o u n d  a  t h i n  b i c o n v e x  a i  r f o i  I

l . / e  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  o f  a  t h i n  b i c o n v e x
a i r f o i  I  p l a c e d  i n  a  u n i f o r m  f l o w  f i e l d .  T h e  a x i s
( x 1 - a x i s )  o f  t h e  p a r a b o l  i c  a r c  i s  a l  i q n e d  w i  t h  t h e

T h e  f l o w  i s  s u b s o n i c  a t  t h e  i n l e t  a n d  o u t l e t .
A  s h o c k  f r o n t  f o r m s  a t  x  =  4  T h e  e x a c t  s o l u -
t i o n s ,  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  t h e  i n t e g r a t i o n
o f  t h e  s q u a r e  o f  t h e  H a c h  n u m b e r  ( i n  t t r i i  c a s e  u 2 ) ,



where  b
t h  i  c k n e s  s
0 .  t 0

The
t i o n s .  T
t o r s  a r e

U

d i r e c t i o n  o f  t h e  u n i f o r m  f l o w  ( n o n - l i f t i n g  c a s e ) .
T h e  p a r a b o l  i c  a r c  b o u n d i n g  t h e  a i  r f o i  I  i s  d e -
s c r i b e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n :

b  . .  . 2 .^ 2  =  
7 t t  

-  ( z  x l ) - t ( q 8 )

d e n o t e s  t h e  r a t i o  o f  t h e  m a x i m u m  a i  r f o i  I
t o  t h e  c o r d  l e n g t h ;  w e  c h o s e  i t  t o  b e

g1 (50  )

w h e r e  p  ,  g  a n d  p  a r e  d e n s i t y ,  v e l o c i t y  a n d
p r e s s u r e  r e s p e c t i v e l y ;  a n d  6 i  i  i s  t h e  K r o n e c k e r
d e l  t a .  T h e  t o t a l  e n e r g y  p e r  u i i  t  m a s s ,  €  r  i s
t h e  s u m  o f  t h e  i n t e r n a l  a n d  k i n e t i c  e n e r g i e s  p e r
u n i t  m a s s .  A n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  r e l a t e s  t h e  D r e s -
s u r e  t o  t h e  o t h e r  v a r i  a b l  e s .  T h a t  i  s  :

z
x3 vtv  -  l )e-

d  v t ' r  -  t ) / 2  +  |
( 5 6 )

A l  o n g  t h e  x l  - a x i  s  ,  a w a y  f r o m  t h e  a  i  r f o i  |  ,  w e
i m p o s e  t h e  f o l  l o w i n g  c o n d i  t i o n  o n  u ,  I

, 2 = 0  ,  x Z = O ,  l x . ,  I  > . 5 $ 7 )

0 n  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  a i r f o i  l ,  t h e  v e l o c i t y  v e c t o r
m u s t  b e  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  s u r f a c e  n o r m a l  v e c t o r .
Th  i  s  res  t  r  i  c t  i  on  can be  exp ressed as  :

u2 
= 

o',

, l  d ^ l
(58 )

g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  a r e  t h e  E u l e r  e q u a -
h e  c o n s e r v a t i o n  v a r i a b l e s  a n d  f l u x  v e c -

f '  l
t l
l " , l

=  o l  ' l  ( 4 e )
l " r l
t l

[ . J A s s u m i n g  t h a t  t h e  a i  r f o i  I  t h i c k n e s s  i s  s m a l  t  e n o u g h ,
s u c h  t h a t  t h e  u n i f o r m  f l o w  f i e l d  i s  p e r t u r b e d  o n l y
s l  i g h t l y ,  u t  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  i n  ( 5 8 )  b y  i t s
f r e e  s t r e a m  v a l u e  ( s e e  L e i p m a n n  a n d  R o s h k o ( 1 9 ) ) :f " , t  I

=  ]  
, r r , ,  . 6 j r  e  

I
I u.,ou, * u;, o I
[ - r -  (p.  *  p1 )

'2 
= 

o'2

' r -  d t r (5e)

w h e r e  i  i s  t h e  i n t e r n a l  e n e r g y  p e r  u n i t  m a s s .
l f  w e  h a v e  a n  i d e a l  g a s  t h e n  t h e  e q u a t i o n  o f  s t a t e
becornes :

p  =  ( y  -  l )  p  i (53)

H e r e  1  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  s p e c i f i c  h e a t s ,
w h i c h  i s  t a k e n  t o  b e  l . l r  T h e  a c o u s t i c  s o e e d
i s  r e l a t e d  t o  d e n s i t y  a n d  p r e s s u r e  b y  t h e  e q u a t i o n

F r o m  ( 4 8 )  a n d  ( 5 9 ) ,  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o n  t h e
s u r f a c e  o f  t h e  a i r f o i l  c a n  t h e n  b e  e x p r e s s e d  a s

u 2  =  -  l {  b  r l r l _  ,  l * , 1  .  . 5 (60 )

W e  s t u d y  t h e  p r o b l e m  f o r  t w o  d i f f e r e n t  v a l u e s
o f  t h e  f r e e  s t r e a m  H a c h  n u m b e r .  T h e  s u b c r i t i c a l
v a l u e  1 1 -  =  0 . !  r e s u l  t s  i n  a  s y r m e t r i c  s u b s o n i c
s o l u t i o n ,  w h i  l e  t h e  s u p e r c r i t i c a l  v a l u e  t t  =  0 . 8 4
g i v e s  a  t r a n s o n i c  s o l u t i o n  w i t h  a  s h o c k  n e a r  x l  =
0 . 3

F i n i  t e  e l e r n e n t  m e s h  a n d  b o u n d a r y  c o n d i  t i o n s

T h e  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  3 .
l ' / e  u t i l i z e  t h r e e  f i n i t e  e l e m e n t  n r e s h e s  w i t h  d i f -
f e r e n t  o v e r a l  I  s i z e s :  t h e  m e d i u m  a n d  f i n e  n e s h e s
w i t h  L l  =  3 . 5  ,  L Z  =  3 . 0  ,  a n d  t h e  c o a r s e  n r e s h
w i t h  L l  =  2 . 0  ,  L 2  =  1 . 5  E a c h  m e s h  h a s  4 N
e l e m e n t s  i n ^ t h e  x 2 - d i r e c t i o n ;  i n  t h e  x 1 - d i r e c t i o n ,
t h e r e  a r e  6 N  e l e r n e n t s  a c r o s s  t h e  a i r f o l l  a n d  4 N
e lements  each ups t ream and do&. rns t ream.  The number
o f  n o d a l  p o i n t s  a r e :  ( t 6 H  +  t )  x  ( A t t  +  l )  ,  t o t a l ,
a n d  ( 8 H  +  l )  a c r o s s  t h e  a i r f o i l ,  F o r  t h e  c o a r s e
n r e s h  N = I ,  f o r t h e m e d i u m m e s h  N = 2 ,  a n d
for  the  f  ine  nresh N =  4

The meshes are  shown in  F igure  4 ;  they  are
s y m n r e t r i c  w i  t h  r e s p e c t  t o  t h e  x 2 - a x i s .

A t  t h e  l e f t  b o u n d a r y  w e  s e t  0  ,  u l  a n d  e
t o  t h e i r  f r e e  s t r e a m  v a l u e s .  A t  t h e  u p i e r  b o u n d -
a r y ,  w e  i m p o s e  t h e  c o n d i t i o n  u 2  =  0  ,  w h i c h  c a n
p h y s  i c a l  l y  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  c h a n n e l  w a l  |  .  F u r -
t h e r n o r e ,  f o r  t h e  t r a n s o n i c  c a s e ,  w e  a l s o  i m p o s e
t h e  f r e e  s t r e a m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  t h e  u p p e r
b o u n d a r y .  A l o n g  t h e  x 1 - a x i s  w e  t a k e  t h e  b o u n d a r y
c o n d i t i o n s  o f  ( 5 7 )  a n d  ( 6 0 ) .  l m p o s i n g  t h e  b o u n d a r y
c o n d i t i o n  o f  ( 5 0 )  a l o n g  t h e  x 1 - a x i s  

- i n s t e a d  
o f  o n

t h e  a i r f o i l  s u r f a c e  i s  a  s t a n d a r d  t h i n - a i r f o l l
a p p r o x i m a t i o n .

p  =  p ( p ,  i )

.  ,  , 2r  =  e  _  r  I g l

2c  = y  D l o

( 5 t )

$ 2 )

( 5 4 )

B o u n d a r y  c o n d i  t i o n s

The f ree  s t ream parameters  a re  taken to  be

P - = l  ,  u 2 - = 0  ,  . - = 1 .  ( 5 5 )

T h e  v a l u e  o f  u l -  i s  s e t  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o l  l o v r -
i n g  f o r m u l a  w h i c h  d e p e n d s  o n  t h e  s p e c i f i e d  v a l u e
o f  t he  f r ee  s t r ean  mach  number  l , l -  :



W e  u s e d  t h e  t e m p o r a l  d e f i n i  t i o n  o f  t h e  p a r a -
n E t e r  T i  w i t h  F  =  I  T h e  t r a n s i e n t - a l g o r i t h m
p a r a m e t e r  o ,  w a s  s e t  t o  u n i  t y .  l m p l  i c i  t  m e t h o d s
w i t h  o n e  i t e r a t i o n  w e r e  e m p l o y e d .  ( 1 5 )

T h e  s t e a d y  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  o f  ( 6 0 )  w a s
i m p l e m e n t e d  i n  t h e  s a m e  w a y  a s  f o r  t h e  n o z z l e  p r o -
b l e m .  T h a t  i s ,  d u r i n g  a n  i n i t i a l  t i m e  p e r i o d  o f
c e r t a i n  l e n g t h ,  t h e  a i  r f o i  I  t h i c k n e s s  r a t i o  w a s
t a k e n  a s  a  I  i n e a r  f u n c t i o n  o f  t i m e ,  a n d  a t  t h e  e n d
o f  t h i s  t i m e  p e r i o d  ( 4  t i m e  s t e p s )  i  t  r e a c h e d  i  t s
s t e a d y - s t a t e  v a l u e .

S u b s o n i  c  c a s e

\ , l e  c o m p a r e  o u r  r e s u l t s ,  a t  f  r e e  s t f e a { n  M a c h
n u m b e r  0 . 5  ,  t o  t h e  a n a l y t i i a l  s o l u t i o n ( Z o )  o f  t h e
C a u c h y - R i e m a n n  e q u a t i o n s  o f  t h e  s m a l  l - p e r t u r b a t i o n
p r o b  I  e m .

F i g u r e  5  s h o w s  t h e  a n a l y t i c a l  a n d  f i n i  t e  e l e -
n E n t  ( r n e d i u m  a n d  c o a r s e  m e s h )  s o l u t i o n s .  T h e  v a -
I  u e s  o f  C D  ( C P )  a n d  U l  ( U )  a r e  p l o t t e d  a l o n g  t h e
a i r f o i l .

T h e  t i m e  s t e p s  f o r  t h e  m e d i u m  a n d  c o a r s e
m e s h e s  w e r e  s e t  t o  0 . 2 3  a n d  0 . ! 5  ,  r e s p e c t i v e l y .
T h e  f i n e  m e s h  w a s  n o t  u s e d  f o r  t h i s  c a s e .  b e c a u s e
e v e n  t h e  c o a r s e  m e s h  r e s u l t s  w e r e  v e r y  c l o s e  t o
t h e  a n a l y t i c a l  s o l u t i o n .

T r a n s o n  i  c  c a s e

F i g u r e  5  s h o n r s  t h e  f  i n i t e  e l e m e n t  s o l u t i o n s
a t  f r e e  s t r e a m  i 4 a c h  n u m b e r  0 . 8 4 .  W e  e m p l o y e d  t h e
r n e d i u m  a n d  f i n e  m e s h e s  w i t h  t i r n e  s t e D s  0 . 4 0  a n d
0 . 2 0 ,  r e s p e c t i v e l y .

A t  t h e  u p p e r  c o m p u t a t i o n a l  b o u n d a r y ,  b o t h
c h a n n e l  a n d  f r e e  s t r e a m  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  w e r e
i m p o s e d .  T h e  d i  f f e r e n c e  i n  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e
s h o c k  f r o n t s ,  f o r  t h e s e  t w o  c a s e s ,  i s  a b o u t  5 %  o f
t h e  c o r d l e n g t h .  T h i s  i s  t o  b e  e x p e c t e d ,  b e c a u s e
t h e  c h a n n e l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  r e s u l t s  i n  i n -
c r e a s e d  H a c h  n u m b e r  a t  t h e  u p p e r  c o m p u t a t i o n a l
bounda  r y ,

I n  t h i s  p r o b l e m ,  t h e  m e d i u m  m e s h  p e r f o r m e d
a l n r o s t  a s  w e l  I  a s  t h e  f i n e  m e s h .  O n e  s h o u l d  a l s o
n o t e  t h a t  e v e n  t h e  f i n e  m e s h  i s  r e l a t i v e l y  c o a r s e
c o m p a r e d  t o  r n o s t  f i n i t e  d i f f e r e n c e  g r i d s  u s e d  f o r
t h i s  t y p e  o f  p r o b l e m .

F i g u r e  7  s h o , " r s  t h e  H a c h  c o n t o u r s  f o r  t h e  f i n e
r e s h  w i t h  c h a n n e l  b o u n d a r v  c o n d i t i o n .

7 .  Conc  I  us  i  ons

I n  t h i s  p a p e r ,  a  P e t r o v - G a l e r k i n  f i n i t e  e l e -
n r e n t  a l g o r i  t h m  f o r  f i  r s t - o r d e r  h y p e r b o l  i c  e q u a -
t i o n  s y s t e m s  w a s  p r e s e n t e d .  T h e  a l g o r i  t h m s  w e r e
t e s t e d  o n  s e v e r a l  p r o b l e m s  i n v o l v i n g  s o l u t i o n s
w i t h  s h o c k s .  A c c u r a t e  s o l u t i o n s  w e r e  o b t a i n e d  i n
a l  I  c a s e s  s t u d i e d .  T h e  a l g o r i  t h m s  h a n d l e d  s h o c k s
v e r y  s a t i s f a c t o r i  l y ;  t h e  s h o c k  f r o n t s  w e r e ,  f o r
t h e  m o s t  p a r t ,  v e r y  c r i s p  w i t h  m i n i m a l  o s c i l l a -
t  i o n s .

O v e r a l  I  ,  t h e  f i n i  t e  e l e m e n t  a l g o r i  t h m s  s u g -
g e s t e d  h e r e  p e r f o r m e d  v e r y  w e l  I  f o r  p r o b l e m s  w i  t h
s r n o o t h  a n d  d i s c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s .  T h e  o p t i m a l
s e l e c t i o n  o f  t h e  t i r n e  p a r a m e t e r ,  T i  ,  w h i c h

a p p e a r s  a s  a  f a c t o r  i n  t h e  p e r t u r b a t i o n  p a r t  o f
t h e  w e i g h t i n g  f u n c t i o n s ,  n e e d s  f u r t h e r  d e l  i n e a t i o n .
T h  i s  n e e d s  t o  b e  p u r s u e d  f r o m  t h e  s t a n d p o i n t  o f
n o n  I  i  n e a r  i  t  i  e s  a n d  s h o c k s  w h  i  c h  a r e ,  o f  c o u r s e ,
p r l m e  c o n c e r n s  i n  s o l v i n g  t h e  c o m p r e s s i b l e  E u l e r
e c u a t i o n s .

W e  b e  I  i e v e  t h a t ,  w i  t h  t h e  r e c e n t  a d v a n c e s  i n
t h e  d e v e i o p m e n t  o f  P e t r o v - G a l e r k i n  a l g o r i  t h m s ,  t h e
f i n i  t e  e l e m e n t  m e t h o d  h a s  n o w  b e c o m e  a  v i a b l e  a l -
t e r n a t i v e  i n  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d  d y n a m i c s .  H o w -
e v e r ,  t h e  e f f i c i e n c y  o f  f i n i t e  e l e m e n t  a l g o r i t h m s
s t i l l  n e e d s  t o  b e  i m p r o v e d ,  e s p e c i a l l y  w i t h  r e s p e c t
t o  d e c r e a s i n g  s t o r a g e  r e q u i  r e m e n t s .  R e c e n t l y ,  a n
" e l e m e n t - b y - e l e m e n t "  a p p r o a c h  t o  t h e  f i n i  t e  e l e m e n t
f o r m u l a g l o n ^ h a s  b e e n  p r o p o s e d  b y  H u g h e s ,  L e v i t  a n d
W i n g e t . \ L t  ' L z )  T h e  p r e l  i m i n a r y  r e s u l  t s  s e e m  t o  b e
p r o m i s i n g ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  p r o b l e m s  w i t h  s y m m e t r i c
o p e r a t o r s  .  E v e n t u a l  I  y ,  w i  t h  t h e  h e l  p  o f  s u c h  n e w
c o n c e p t s ,  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e t h o d  c a n  b e  e x p e c t e d
t o  b e c o m e  a n  e c o n o m i c a l  l y  c o m p e t i  t i v e  a n d  p o w e r f u l
a n a l y s i s  t o o l  i n  t h e  f i e l d  o f  c o m p u t a t i o n a l  f l u i d
d y n a m  i  c s  .
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E n t r o p y  c o n d i  t i o n  t e s t  p r o b l e m :

,  n " g  =  4 0 .

F i g u r e  I  F l o w  a r o u n d  a  t h i n  b i c o n v e x  a i  r -
f o i  I  :  c o m p u t a t i o n a l  d o m a i n  a n d  b o u n d a r y
c o n d i t i o n s ,

COFRSE 11[SH
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FINE i lESH

F i g u r e  4  F l o w  a r o u n d  a  t h i n  b i c o n v e x  a i  r f o i  I  :
f i n i t e  e l e m e n t  m e s h e s .  C o a r s e  m e s h , 6 4  e l e m e n t s ;
m e d i u m  m e s h ,  2 5 5  e l e m e n t s ;  f i n e  m e s h ,  l 0 l 6  e l e -
men  t s  .
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F i g u r e  5  F l o w  a r o u n d  a
t r a n s o n  i  c  c a s e .

t h i n  b i c o n v e x  a i  r f o i  l ,

F i g u r e  /  F l o w  a r o u n d  a  t h i n  b i c o n v e x  a i  r f o i  |  ,
t r a n s o n i c  c a s e :  H a c h  c o n t o u r s  f o r  f i n e  n r e s n .
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F i g u r e  5  F l o w  a r o u n d  a  t h i n  b i c o n v e x
a i r f o i l ,  s u b s o n i c  c a s e :  t 1 .  =  0 . 5 0 .

Free stream Mach number = .84

M = medium rnesh
F = f ine nreslr

CBC = charrnel  b.c.  on upper
boundary ( increuses
Mach nu-mber)

FSBC = flee strearn b.c. on upper
boundary


